
 8 polibits 1998

Filtros Wiener

Filtros Wiener

Ing. Aquilino Cervantes Avila
Alumno de la Maestría del CIC-IPN.

n problema clásico en la Inge-
niería Electrónica, es el dise-
ño de filtros como una pieza

de circuitería o programación, cuyo
objetivo es el reducir los efectos de
ruido aditivo en una señal; de esta
manera se pueden distinguir dos cri-
terios: el clásico, en donde para esta-
blecer el diseño del filtro se necesita
conocimiento respecto a los conteni-
dos en frecuencia de la señal deseada
y del ruido aditivo (ejemplos de este
enfoque incluyen los filtros Butterwor-
th y Chebyshev), y el enfoque moder-
no, donde tanto las señales de ruido
como la señal útil son vistos como
procesos estocásticos y se emplea el
análisis estadístico de las señales para
definir las características del filtro.
Tomando el enfoque moderno, exis-
te una gran cantidad de algoritmos
que permiten estimar una señal en
presencia de ruido; de esta manera
se tienen los métodos de la maximi-
zación de la relación Señal-Ruido
(snr), de la máxima Entropía, del
máximo Likelihood, del error cua-
drático mínimo, ..., etc. Esto, sin
considerar además la solución adap-
tiva, con lo que el número de algorit-
mos se incrementa.
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Para iniciar esta discusión, conside-
rese la figura 1.

Se observa que la serie x(n) repre-
senta la entrada al filtro, y(n) la salida
del filtro, d(n) la respuesta deseada y
e(n) el error entre la señal deseada y
la señal obtenida del filtro. De esta
manera, el requerimiento es ajustar
y(n) de tal forma que e(n) sea el
mínimo posible.

Tomando las siguientes restric-
ciones:

1.- El filtro es lineal, discreto y
causal,

2.- La respuesta impulso del filtro
es finita,

se obtienen las siguientes ventajas:

- al ser lineal el tratamiento ma-
temático resulta más sencillo,

- el que sea discreto, significa
que el filtro puede ser implan-
tado en hardware digital,

- la condición de causalidad im-
plica un inicio del sistema a
partir de cero, y ...

- la segunda restricción hace al
filtro inherentemente estable.

Considerando esto, y(n) puede
modelarse como:

α
y(n) = Σ g

k
 x(n - k)       .................(1)

k=0

siendo g
k
 la respuesta impulso del

filtro que se esta proponiendo.

A partir de la figura 1, se observa
que :

e(n) = d(n) - y(n)          .................(2)

Ahora, se propone minimizar J,
donde J puede ser:

a) J = | e |
b) J = e2

c) J = E [ e2 ]

donde e = error y E el operador
matemático esperanza.

Para tomar una decisión debe
recordarse que se trata con procesos
estocásticos o aleatorios en donde

U
Filtro Lineal 

Discreto

x(n) y(n)
- +

e(n)

d(n)X

Figura 1. Diagrama a bloques de la representación del filtro con el
enfoque moderno.
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resulta más ventajoso tomar la terce-
ra opción, ya que esta involucra la
probabilidad de la señal.

Ahora, suponiendo valores com-
plejos :

J = E [e(n)e*(n)] .................(3)

g
k
 = a

k
 + j b

k
.................(4)

donde el asterisco denota al comple-
jo conjugado y «a, b» son la parte
real e imaginaria de la respuesta
impulso del filtro.

Definiendo un gradiente para el
k-avo coeficiente del filtro, en fun-
ción de las partes real e imaginaria,
se tiene :

∇k = ∂/∂ak + j ∂/∂bk Para k = 0,1,2,...
.................(5)

Aplicando este gradiente a la fun-
ción de costo J :

∇k = ∂J/∂ak + j ∂J/∂bk Para k = 0,1,2,...
 .................(6)

Para que J se fije en su valor
mínimo se necesita que Ñ

k
 = 0 para k

= 0,1,2,... Bajo estas condiciones se
dice que el filtro es óptimo en el
sentido del error cuadrático medio.

∇
k
 = Ε[e*(n) ∂e(n)/ ∂a

k
 + e(n) ∂e*(n)/

∂a
k
 + je*(n) ∂e(n)/ ∂b

k
 + je(n) ∂e*(n)/

∂b
k
 ]

.................(7)

Resolviendo la ecuación (7) por
medio de las ecuaciones (2) y (3) se
tiene :

∇k = -2Ε[x(n-k) e*(n)] .................(8)

e igualando a cero para obtener la
optimización requerida :

E[x(n-k) e*(n)] = 0 Para k = 0,1,2,...
.................(9)

La ecuación (9 ) puede expresarse
como sigue « La condición necesaria
y suficiente para que la función de
costo J sea atada a su mínimo, es que
el correspondiente valor de la estima-
ción del error e(n) sea ortogonal a
cada muestra que ingresa para la
estimación de la respuesta deseada
en el tiempo n» (lo cual constituye el
principio de ortogonalidad).

Ahora, sustituyendo las ecuacio-
nes (1) y (2) en la ecuación (9) se
tiene:

   a

Ε [ x(n - k) ( d*(n) - Σ gi x*(n-i) )] = 0
    j=0

Para k = 0,1,2,... .................(10)

expandiendo y rearreglando térmi-
nos :
a

Σ gi Ε[ x(n-k) x*(n-i) ] = Ε[x(n-k)d*(n)]
j=0
Para k = 0,1,2,... .................(11)

donde los términos esperanza pue-
den ser interpretados como:

1.- El termino Ε[ x(n-k) x*(n-i)] es
igual a la función de autocorrela-
ción de la entrada del filtro para
un desplazamiento i-k.

r(i-k) = Ε[x(n-k)x*(n-i)]
.................(12)

2.- El termino Ε(x(n-k)d*(n)) es
igual a la correlación cruzada en-
tre la entrada del filtro y la res-
puesta deseada para un desplaza-
miento -k.

p(-k) = E[x(n-k)d*(n)]
.................(13)

Utilizando las ecuaciones (12) y
(13) se puede escribir :

a

Σ gi r(i-k) = p(-k) Para k = 0,1,2,...
j=0

.................(5)

Esta es conocida como ecuación
de WIENER-HOPF e involucra dos
correlaciones, la función de autoco-
rrelación de la entrada y la correla-
ción cruzada entre la entrada y la
salida deseada. Los elementos g

i
 son

los coeficientes del filtro óptimo, que
normalmente son la incógnita en
esta ecuación.

Ahora, tomando la trasformada
de Fourier de ambos lados de la
ecuación (14) y resolviendo para G.

G(ω) = S
xd

 S-1
xx

.................(15)

donde S
xd

 indica la densidad espec-
tral de potencia (PSD) entre la señal
deseada y la entrada del filtro, y S

xx

indica la PSD de la señal de entrada.

Suponiendo que la señal de entra-
da se modela linealmente como una
estimación estacionaria de la señal
deseada más una porción de ruido no
correlacionada con dicha señal, de la
forma :

x(n) = Σk=0 hk d(n-k) + η(n)
.................(16)

en donde h(n) representa la señal de
ruido aditivo con densidad espectral
de potencia S

hh
 , entonces :

Sxx(ω) = |H(ω)|2 Sd(ω) + Shh

.................(17)

Sxd(ω)= H*(ω)Sd(ω)
.................(18)

Siendo S
d
(w) la densidad espec-

tral de potencia de la señal deseada.
Sustituyendo (17) y (18) en (15) se
obtiene :

H*(ω)Sd(ω)
G(w) = _______________

|H(ω)|2 Sd(ω) + Sηη
.................(19)
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Esta ecuación es conocida como
filtro FOURIER-WIENER, el cual está
completamente determinado por el
espectro de potencia de la señal de-
seada S

d
(w), el modelo del tipo de

ruido aditivo que contamina la señal
y el tipo de distorción que posee la
imagen.

Ahora, suponiendo que no existe
alguna distorsión en la señal desea-
da, H=1 y

   S
d
(ω)

G(ω) =

     S
d
(ω) + Sηη

.................(20)

la cual puede ser reescrita como:

 S
nr
(ω)

G(ω) =
   S

nr
(ω) + 1

.................(21)

donde:

Snr(ω) = S
d
(ω)/Sηη

e igual a la relación señal ruido (SNR)
para la frecuencia ω.

La ecuación (21) es conocida como
filtro PLANO. De la misma ecuación
( 21) se observa que en caso de que
la relación señal-ruido (SNR) sea pe-
queña los coeficientes G se encontra-
ran muy cerca de la unidad, pero en
el caso de que el SNR sea grande, los
coeficientes serán equivalentes al
SNR. Por tanto el filtro Wiener en
ausencia de distorción evalúa una
compensación de acuerdo a la rela-
ción señal ruido.

Para el caso de ausencia de ruido
Sηη es igual a cero.

    H*(ω)S
d
(ω)  1

G(ω) =  =
   |H(ω)|2 S

d
 (ω)  H

.................(22)

Esta ecuación se conoce como
filtro inverso.

De forma general puede verse
que la obtención del filtro WIENER
depende de la cantidad de informa-
ción que se tenga respecto de la señal
que se espera, así como del tipo de
ruido y distorsión que la afecta; debi-
do a esto su uso se encuentra limita-
do para aquellos casos en los que se
conozcan estas estadísticas.

Aplicación al Procesamiento
de Imágenes

Ahora, para aplicar este tipo de
filtrado a imágenes, debe considerar-
se la versión bidimensional del filtro,
entonces :

Sxx(ω1,ω2) = |H(ω1,ω2)|
2 Sd(ω1,ω2) + Sηη

.................(23)

Sxd(ω1,ω2)= H*( ω1,ω2)Sd(ω1,ω2)

.................(24)

 y por tanto :

       H*(ω1,ω2)Sd(ω1,ω2)
G(ω1,ω2) =

       |H(ω1,ω2)|
2 Sd(ω1,ω2) + Sηη

.................(25)

Usualmente, para imágenes la
SNR es grande en frecuencias bajas,
por lo que un filtro Wiener imple-
menta un filtro pasabajos. Sin em-
bargo, en ausencia de ruido, la fun-
ción de transferencia de la distorsión
normalmente es un proceso de filtra-
do pasabajos, en cuyo caso el filtro
Wiener se convierte en un filtro pa-
saaltos.

Cuando existe en la imagen tanto
ruido como distorsión el filtro Wiener
implanta un filtro pasabanda.

En caso de que no se posea toda
la información requerida para la im-
plantación del filtro Wiener, (imagen
deseada, ruido y distorsión que afec-
ta a la imagen) como sucede en
muchas aplicaciones, una posible
solución es obtener la función de
transferencia de la distorsión a partir
de la observación de la imagen; el
nivel medio de ruido también puede
estimarse a partir de las partes de alta
frecuencia de la imagen observada,
donde se supone que la imagen es
negligible y por último, la densidad
espectral de potencia de la imagen
deseada puede calcularse mediante
la fórmula (26 ).

      Sxx(ω1,ω2) - S
~

ηη
S~

d (ω1,ω2) =

   |H~ (ω1,ω2)|
2

.................(26)

Siendo S
xx
(w

1
,w

2
) la densidad es-

pectral de potencia (PSD) de la ima-
gen observada, S~

hh 
es la estimación

de la PSD del ruido aditivo, H~ (w
1
,w

2
)

es la estimación de la función de
transferencia de la distorción que
afecta a la imagen y S~

d
 (w

1
,w

2
) es la

estimación de la PSD de la imagen
deseada.

En la implantación de la fórmula
(26) por medio de un programa debe
tenerse cuidado en que la función de
distorción H no se sea cero ni se
aproxime demasiado a él, esto para
evitar divisiones entre cero y núme-
ros demasiado grandes en la densi-
dad espectral de potencia de la ima-
gen deseada.

NOTA: Lógicamente, las habilidades
del filtro Wiener dependerán de for-
ma directa de que tan exactas sean
las estimaciones discutidas.
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Obtención de los coeficientes
del Filtro WIENER.

A partir de la discusión matemáti-
ca, el diseño del filtro Wiener puede
darse de diversas maneras, depen-
diendo de los datos que se encuen-
tren disponibles. Para el desarrollo
de este trabajo se tomaron imágenes
a través de Internet y del Centro
Meteorológico Nacional; entonces,
para un caso se tienen imágenes
prácticamente libres de ruido y para
el otro, imágenes con una gran can-
tidad de ruido, contando en ambos
tipos de imágenes con distorsión mí-
nima o nula.

Considerando el primer tipo de
imágenes, para probar el efecto del
filtro se desarrollaron generadores
de ruido y distorsión para contami-
nar las imágenes; de esta manera, la
imagen original puede modelarse
como la imagen deseada, mientras
que la imagen corrupta con ruido o
distorsión se modela como la imagen
observada. Por otra parte, para las
imágenes obtenidas vía satélite se
utilizaron los conceptos que deriva-
ron la ecuación (26) para obtener un
modelo de la señal deseada.

Tomando la ecuación ( 25) como
referencia, es necesario obtener la
densidad espectral de potencia (PSD)
de la imagen deseada, la PSD del
ruido aditivo y la función de transfe-
rencia de la distorción de la imagen.

La densidad espectral de potencia
puede obtenerse por medio de los
métodos clásicos en base a la trans-
formada de Fourier o por métodos
modernos basados en modelos linea-
les.

Tomando los primeros, se tiene
que la PSD se define como la trasfor-
mada de Fourier de la función de
correlación, operación también co-
nocida como periodograma, por lo

que la función de correlación bidi-
mensional se obtiene por medio de la
formula:

   N1-1     N2-1

Rxy(m1,m2)=Σ     Σ  x(n1,n2) y(n1+m1,
   N1=0   N2=0   n2+m2)

.................(27)

De la ecuación (27) podemos ob-
servar que la función de correlación
puede tomarse como una convolu-
ción de y(n1,n2) con x(-n1, -n2), en-
tonces, si ambas secuencias son rea-
les es relativamente fácil demostrar
que la correlación es equivalente en
el dominio de la frecuencia a:

Pxy(k1,k2) = X*( k1,k2)Y(k1,k2)
.................(28)

NOTA: La ecuación (28) también
puede usarse para el cálculo de auto-
correlación en el caso que X = Y.

Esta derivación muestra que la
función de correlación y autocorrela-
ción se puede calcular como una
convolución circular por medio de la
transformada de Fourier bidimensio-
nal en la forma :

Rxy(m1,m2) = IDFT { DFT * [x(n1,n2)]
    DFT [y(n1, n2)] }

.................(29)

Una vez con la función de corre-
lación, el paso siguiente es obtener la
estimación de la PSD de la imagen, lo
cual puede calcularse de varias mane-
ras, siendo en el estilo clásico las
técnicas de: periodograma, estima-
ción de Barttlet, estimación de Welch
y estimación de Blackman-Tukey; de
estos se elige el último debido a sus
efectos de aplanado de la señal. Bá-
sicamente, el método de Blackman-
Tukey consiste en aplicar una venta-
na triangular a la función de correla-
ción antes de aplicarle la transforma-
da de Fourier.

Para efectos de comparación se
modelaron las ventanas de Ham-
ming, Hanning, Bartlett, Blackman y
Blackman-Harris en su versión bidi-
mensional, con los métodos de pe-
riodograma y estimación Blackman-
Tukey.

De esta manera, los algoritmos
para obtener los coeficientes del fil-
tro Wiener son los dados por las
fórmulas (15), (19), (20) y (22) en su
versión bidimensional, todo median-
te la estimación de la PSD de las
imágenes y de acuerdo a la cantidad
de información que se posea de la
imagen por filtrar.

Conclusiones

El cálculo de los coeficientes WIE-
NER, así como las características
propias del filtro para obtener una
buena estimación, presentan una
carga computacional muy grande; la
trasformada de Fourier Bidimensio-
nal por el algoritmo de Renglón -
Columna, requiere N*M transforma-
das, es decir, para una imagen de
256 * 256 pixeles se requieren 64K
transformadas de Fourier de una di-
mensión, de 256 puntos.

Si además se recuerda que para la
convolución debe duplicarse el nú-
mero de muestras (Regla del limite
superior para una convolución N + M
- 1), para una imagen de 256 * 256
pixeles se necesitan dos trasforma-
das de Fourier de 512 * 512 (supo-
niendo el algoritmo de convolución
rápida).

Por otra parte, la cantidad de
memoria requerida también sobre-
pasa los escasos 640K que permite el
DOS, lo que deriva en que se tenga
que recurrir al uso de algoritmos para
el manejo del disco duro o en su
defecto, programación utilizando la
memoria extendida.
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Estos argumentos hacen de éste
un filtro pocas veces implantado; sin
embargo, representa una herramienta
importante para el análisis de señales
aleatorias. Además, como tiene la
capacidad de detectar una señal en
presencia de distorsión y ruido, este
algoritmo también puede ser utiliza-
do para reconocimiento de señales
aleatorias.

NOTA: La minimización del error
cuadrático medio, también se em-
plea en las redes neuronales Adaline
y Madaline. Por consiguiente, tales
redes pueden considerarse como
versiones adaptivas del filtro Wiener.

La aplicación a filtrado y restaura-
ción de imágenes se dió como parte
del trabajo elaborado sobre trata-
miento de imágenes que llevado a
cabo en el CINTEC, y se menciona
únicamente como una posibilidad de
aplicación para estos filtros.

Bibliografía

[1] Simon HayKin. "Adaptive Fil-
ter Theory Second Edition".
Prentice Hall.

[2] Anil J. Kain. "Fundamentals
of Digital Image Processing".
Prentice Hall.

[3] Charles W. Therrien. "Discrete
Random Signals And Statis-
stical Signal Processing".
Prentice Hall.

[4] Carl W Helstrom. "Probabili-
ty And Stochastic Procesing
for Engineers". Macmillan
Publishing Company.

[5] Lawrence Rabiner, Bernard
Gold. "Theory and Applica-
tion of Digital Signal Pro-
cessing". Prentice Hall.

[6] John R Treichler, C. Richard
Johnson. "Theory and De-
sign of Adaptve Filters".  John
Wiley And Sons.


